
L'exercice 1 est indépendant du problènic 

Les parties I I  ct I I I  du probleme sont indCpcndantes l'une de l'autre. 
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Exercice 

Théor5me d'Abel. 

Etant dom? une sCne numérique de terme gCncral u, (respectivement v, ) , pour tout enaer 
naturel n ,on notera .. 

k-a 

(respecavement V, = C vk 
t =O 

1.1 On suppose que le tenne général U, d'une sCrie numCrique rCelle s'Ccrit u, = &,va 
avec 

( i ) : 'a terme général dune suite delle, positive, dhissante ,  qui tend vers zCro quand n 

tend vers l'infini 

( i i ) : il existe un réel M tel que, quel que soit n entier naturel , on ait : 1 V,, 1 I M 
kta-1 

Montrer que : Un = z(,ck - %+1) V, + &,Va 
k =O 

(On dit dors que l'on applique la "transformation d'Abel" & la série de terme gCnCral un ) 

1.2 On pose 

Monuer que la série de terme général wk est absolument convergente. 

1.3 En deduire la nature de la série de tenne gCnéral 

wk = (G - E , + ~ )  V, 

un 
sin na 

1.4 Application : étudier la nature de la série de terme g6néral u, =- 
4 n + l  

o ù  a est 
éliment de ] O ; 2 71: ( . 
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I I  

Pour n entier naturel sup5iciir ou Cgal a 2, on considh-c la dric entitre dc tcniic gCriCml 
..n 

On notera f sa somnle quand elle converge 

2.1 
2.1.1 IXterminer le rayon de convergence R . 
2.1.2 La sine converge-tclle pour x = R ? pour x = - R ? 

2.2 Montrer que f est continue sur [ - R , R ] , deux fois dérivable sur J - R ; R [ . 

2.3 Calculer f ”(x) et en deduue f(x)’. 

III 

X0 
Pour n entier naturel, on considère la &rie enti2re de terme ginkd 

On notera f sa somme quand elle converge 

= 

3.1 
3.1.1 Déterminer le rayon de convergence R . 
3.1.2 La sCne converge- tclle pour x = R ? pour x = - R ? 

t l n - l  

3.2 Pour x Clément de J O ; R [ , on pose x = t  el dt)=2 - 
0-l 4n-1 

3.2.1 Etudier la dérivabilité de g et montrer que, lorsque g est dérivable, 
at2 + b 

g’(t) =- oh a et b sont deux constantes que l’on déterminera 

3.2.2 Calculer g(t). 
1- t4  

3.2.3 En dauire f(x) pour x Clément de ] O ; R [ . 
3.3 Par une méthode analogue celle du 3.2 déterminer f(x) pour x éliment de J - R ; O [ . 
3.4 

3.4.1 Etudier 1s continuité de f sur I - R ; R I . 
1-11 

3.4.2 Calculer s, = - 
n-O 4n - 1  
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