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L'exercice I est indépendant du probléeme

Les parties Il et [II du probldme sont indépendantes 1'une de 1'autre.

I

Exercice

Théoréme d'Abel.

Etant donné une série numérique de terme général u, (respectivement v, ) , pour tout entier
naturel n , on notera o

k=n k=a

ijn =Y u, (respectivement V, =) v, )
k=0

k=0

1.1 On suppose que le terme général u, d'une série numérique réelle s'écrit u, = ¢, v,
avec :

(i): &, terme général d'une suite réelle, positive, décroissante, qui tend vers zéro quand n
tend vers l'infini

(ii) :ilexiste unréel M tel que, quel que soit n entier naturel , on ait : | v, I <M

k=a-1
Montrerque: U, = D (g —§&,,) V, +&,V,

k=0
(On dit alors que ['on applique la "transformation d'Abel” 4 la série de terme général u_ )
1.2 Onpose w,=(g-6,)V,
Moatrer que la série de terme général w, est absolument convergente.

1.3 En déduire la nature de la série de terme général u,
sinna
4n+1

oll & est

1.4 Application : étudier la nature de la série de terme général u, =
élémentde 10;2n (.
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Probléme

I

Pour n entier naturel supéricur ou égal A 2, on considére la séric entidre de terme général

u,(x)=

x
n{n-1)

On notera f sa somme quand clle converge
2.1
2.1.1 Déterminer le rayon de convergence R.
2.1.2 La série converge-tclle pour x=R ? pour x=-R?

i.Z Montrer que f est continue sur [ - R, R ], deux fois dérivable sur ]-R ; R[.

2.3 Calculer f"(x) et en déduire f(x).

1 - (=)
S, = Sy =
2.4 Calculer 'S4 Ha-) et 2 nz_; n(n-1)

IIT

X
Pour n eatier naturel, on considére la série entiére de terme général  Ya(X) = an—1

On notera f sa somme quand elle converge

3.1
3.1.1 Déterminer le rayon de convergence R.
3.1.2 La séric converge-t-elle pour x =R ?pour x =-R?

dn~1

o U
3.2 Pour x élémentde ]0; R[ ,on pose x=t et g(t):Z =

a=xl

3.2.1 Ewdier la dérivabilité de g et montrer que, lorsque g est dérivable,

att+b
't =
g() 1-¢°

3.2.2 Calculer g(t).

ol a et b sont deux constantes que l'on déterminera.

3.2.3 En déduire f(x) pour x élémentde JO;R[.
3.3 Par une méthode analogue a celle du 3.2 déterminer f(x) pour x élémentde ]-R ;0.

3.4
3.4.1 Etudier la continuité de f sur {-R;R[.
- (_l)ll
S. = At
3.4.2 Calculer =3 z dn—1

n=0




